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Capitolul O

Introducere

JEste admirabil cd o stiintd ndscutd din interesul pentru cazuri ce tin de noroc

a devenit aspectul cel mai important al cunoasterii umane.”

(Pierre-Simon Laplace, 1749-1827)

O calatorie lunga

Pentru gasirea originilor calculului probabilitatilor este necesara o
intoarcere la zorii umanitatii. Descoperiri arheologice demonstreaza
ca jocul de noroc exista deja acum mai bine de 5000 de ani. in tim-
pul lungilor campanii militare, atat soldatii romani, cat si cei greci se
delectau jucand astragali, sau noduri (oase mici de la glezn3, cu sase
fete), si punand pariuri.

Din punctul de vedere al matematicii insd, nu se poate vorbi de
calculul probabilitdtilor in sine inainte de secolul al XVI-lea, cind
matematicienii italieni Gerolamo Cardano (1501-1576) si Galileo
Galilei (1564-1642) au inceput sd interpreteze rezultatele unor sim-
ple experimente aleatoare. Cardano, un impatimit al jocurilor de no-
roc, a folosit, in tratatul De Ludo Aleae, cuvantul probabilitate pentru
a se referi la posibilitatea ca un anumit eveniment sa se produci in
joc. In tratatul ce poate fi considerat un fel de manual despre cum si
pariezi in anumite jocuri de noroc ale epocii, se spune ca toate fetele
zarului vor iesi, in timp, de acelasi numar de ori (echiprobabilitatea
fetelor zarului). Mai térziu, Galileo a rezolvat urmatoarea problema
ce 1i fusese pusa de un prieten: ,Cand se arunca trei zaruri, exista
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Figura 1. Astragali sizaruri din Roma antica.

sase combinatii care permit obtinerea sumei 9 si exista alte sase care
dau ca rezultat 10. Atunci, de ce se obtine mai des 10 decat 9?7 Galileo
a observat cd, desi este adevarat ca exista sase combinatii de triplete
a caror sumd este egala cu 9 ({1,2,6}, {1,3,5}, {1,4,4}, {2,2,5}, {2,3,4}
si {3,3,3}) si alte sase a caror suma este egala cu 10 ({1,3,6}, {1,4,5},
{2,2,6}, {2,3,5}, {2,4,4} si {3,3,4}), numarul de permutari (moduri in
care este posibild ordonarea numerelor) nu este acelasi. In realitate,
existd 25 de permutari care au drept rezultate 9, in timp ce exista 27 a
caror suma este egala cu 10; din acest motiv exista o probabilitate pu-
tin mai mare sd iasa 10. Pentru moment, inchidem aici acest discurs
pe care il vom relua mai tarziu.

In 1654, Blaise Pascal (1623-1662), un om cu profunde convin-
geri religioase, a facut o calatorie impreuna cu prietenul sdu Antoine
Gombaud (1607-1684), mai cunoscut drept Cavalerul de Méré.
Antoine, mare pasionat de jocuri de noroc, castigase o suma consi-
derabila de bani pariind ca aruncand de patru ori un zar ar obtine 6
macar o data. Pentru a varia jocul si a face partidele mai interesante,
s-a gandit: intrucat un zar poate sa dea sase posibile rezultate si sunt
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necesare patru aruncari pentru a obtine un sase, aruncand doua za-
ruri rezultatele posibile ajungla 36 si, pentru a pastra aceeasi propor-
tie (4 din 6), trebuie aruncate zarurile de 24 de ori pentru a obtine un
sase-sase. Din pacate pentru el, acest rationament l-a facut sa piarda
foarte multi bani. Cavalerul de Méré I-a intrebat pe Pascal, in calita-
te de expert, care era opinia sa cu privire la calculul probabilitatilor
in ambele jocuri. Pentru a examina in amdnunt problema, Pascal a
initiat un schimb de epistole cu prietenul sau, magistrat si mare pa-
sionat de matematica, Pierre de Fermat (1601-1665). Profitand de
disponibilitatea acestuia, Cavalerul de Méré i-a prezentat lui Pascal
inca o problema legata de distribuirea banilor de pe masa intre diferiti
jucdtori atunci cand garzile descopera tripoul clandestin, iar partici-
pantii trebuie sa o rupa la fuga Tnainte de a incheia partida. Mai exact,
se presupune ca sunt doi jucatori, 4 si B, iar partida se termina atunci
cand unul din cei doi a cistigat cinci maini. Intr-un anumit punct, A
a castigat trei maini, in timp ce B doar doua. Sosesc garzile si partida
este Intrerupta.

Odata ce sunt in sigurantd, cum ar trebui impartiti banii intre cei
doi jucatori? Este clar cd jucdtorul A trebuie sa primeasca mai multi
bani, dar in ce proportie? in schimbul de scrisori dintre Pascal si Fer-
mat din vara si toamna lui 1654 se afld raspunsurile la ambele proble-
me, cea cu zarurile si cea cu repartizarea potului.

Nu dupa mult timp, Christiaan Huygens (1629-1695), mai cu-
noscut pentru contributiile sale in fizica, a aflat despre calculele pro-
babilitatilor facute de Pascal si Fermat, manifestand interes pentru
aceastd tema. In cartea sa Ratiociniis in Ludo Aleae, un compendiu cu
problemele ridicate pana atunci si cu metodele folosite pentru rezol-
varea lor, Huygens a adus in discutie alte cinci chestiuni care nu isi
vor gasi rezolvare pand la aparitia lui Jakob Bernoulli (1654-1705).
in tratatul siu, Huygens a stabilit ci jocul de noroc corect este acela
in care ambii jucatori prevad sa obtina acelasi castig, tinand cont atat
de probabilitatea de a castiga si de a pierde, cit si de suma de bani pe
care e posibil sa o castige sau sa o piarda.
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Cartea Ars Conjectandi, opera postuma a lui Jakob Bernoulli pu-
blicatd de nepotul sdu Nicolau Bernoulli (1695-1726), are un rol
fundamental in calculul probabilititilor. Pe ldngd rezolvarea mul-
tora dintre problemele ridicate anterior, Bernoulli a introdus ideea
potrivit cdreia este posibild calcularea probabilitatii producerii unui
eveniment, realizidnd de multe ori experimentul aleator potrivit si
observand frecventa cu care se produce evenimentul in chestiune. In
plus, extinde si punctul de vedere al calculului probabilititilor si se
intereseaza de problema inversa. Cu alte cuvinte, cum sa deduci pro-
babilitatea unui eveniment bazandu-te pe consecintele acestuia (ex-
post). Preotul prezbiterian Thomas Bayes (1702-1761) a continuat
sa studieze problema cauzelor prin intermediul efectelor observate,
ceea ce 1l va duce la crearea asa-zisei teoreme a lui Bayes sau a proba-
bilitatii conditionate.

Teoria clasica a probabilitatii

Saltul calitativ in studiul probabilitatilor s-a produs in tratatele lui
Pierre-Simon Laplace (1749-1827). In timp ce predecesorii sii s-au
dedicat, In substanta, studierii probabilititilor in relatie cu jocurile
de noroc, acesta a Inceput sa lucreze la formalizarea matematici a
teoriei probabilitatilor.

Laplace s-a nascut in Normandia (Franta), intr-o familie instirita
de proprietari de pamant. S-a remarcat foarte repede pentru calititile
sale extraordinare In matematicd, gratie carora a obtinut sustinerea
economica necesara ca sa studieze la Universitatea din Caen. La 19
ani a obtinut un post de profesor in cadrul Scolii Militare din Paris,
unde l-a avut elev pe Napoleon Bonaparte. Mai tirziu, a fost numit mi-
nistru de interne de citre Napoleon, dar a ocupat aceasti functie doar
sase sdaptamani. Odata cu restaurarea monarhiei, Laplace a trecut
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de parte lui Ludovic al XVIII-lea, care i-a conferit titlul de marchiz.
In 1812 a publicat Théorie Analytique des Probabilités, unde a expus
definitia clasica a probabilitatii.

Probabilitatea producerii unui eveniment A este data de raportul
dintre numarul de experimente in care s-a produs acel eveniment si
numarul total de experimente realizate in aceleasi conditii, cu menti-
unea ca toate evenimentele posibile trebuie sa fie echiprobabile.

{n zilele noastre, definitia clasici a asa-numitei reguli a lui Laplace
spune ca ,probabilitatea este raportul dintre numadrul de evenimente
favorabile si numarul de evenimente posibile, cu conditia ca acestea
din urma sa fie toate echiprobabile®,

numarul de cazuri favorabile lui A
numarul de cazuri posibile

P(A) =

S4 vedem un exemplu simplu al modului de aplicare: lansand
in aer doud monede, evenimentele posibile echiprobabile (elemen-
tare) sunt ({cap, cap},{cap, pajurd}, {pajurd, cap}, {pajura, pajura}).
Prin urmare, probabilitatea evenimentului A = {Obtinerea unui singur
cap} este

2
P(A)=%=0,5.
(A=

Faptul ca toate rezultatele posibile ale experimentului trebuie sa
fie echiprobabile intre ele este un factor fundamental pentru definirea
probabilitatii. Cind cumpar un bilet la loterie se pot produce doua lu-
cruri: pot cistiga premiul sau pot sd nu castig. In consecinti, se poate
crede ci probabilitatea de castig este egald cu %4, dat fiind ca existd un
caz favorabil pe doud cazuri posibile. Acesta este un exemplu extrem,
dar foarte explicit, privind eroarea ce risca sa apard dacd nu se acorda
atentie echiprobabilititii efective a rezultatelor. De fapt, pand si ma-
rele matematician francez Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) a
comis eroarea de a crede ca, lansand doud monede, probabilitatea de
a obtine cap este egald cu %5, din moment ce, a gindit el, evenimentele
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posibile sunt trei: {2 capete}, {1 cap} si {0 capete}; totusi, acesta nu a
tinut cont de faptul ca existd doud posibilita{i de a obtine cap, adic3
{cap, pajura} si {pajurs, cap}.

Ansamblul de evenimente elementare ale unui experiment aleator
poartd numele de ,spatiu de proba“ si este cunoscut din start. Ceea
ce nu se cunoaste, pana in momentul realizarii experimentului real,
este ce evenimente anume se vor produce. P4na nu lansim monede-
le, de fapt, nu putem sti ce se va intdmpla, dar stim ce poate urma.
Avand doua evenimente, A4 si B, putem realiza diverse operatiuni.
De exemplu, dacd aruncam doud zaruri si spunem cd A = {Suma este
pard} si B = {Suma este mai mica de 5}, evenimentele potentiale sunt
urmatoarele:

 Eveniment complementar, 4
Negare: Nu — A = {suma nu este para}
e Eveniment intersectie, A © B
Conjunctie: A si B = {suma este pard si mai mica decat cinci}
 Eveniment reuniune, A w B
Disjunctie: A sau B = {suma este para sau este mai mici de cinci

sau ambele situatii}

Probabilitatea clasicd permite deducerea cu usurintd a unei se-
rii de proprietd{i care sunt foarte utile in calculul probabilititilor.
Denumim Npnumarul total al evenimentelor elementare ale unui ex-
periment aleator, Ng(A) numarul de rezultate favorabile evenimen-
tului A si Nyp(A) toate celelalte rezultate (evenimente nefavorabile
lui A).
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1. Dandu-se un eveniment oarecare, 4, probabilitatea sa este non ne-
gativa,

P(A)=N}"V(A) >0=P(A)20

"
Pana la urma, este vorba despre raportul dintre un numar mai
mare sau egal cu zero, Ng(4), si un numar pozitiv, Ny.

2. Dandu-se un eveniment oarecare, A, probabilitatea sa este mai
mica sau egald cu 1.

P(A)=—"—=<1=P4)<1
N,
Din moment ce cazurile favorabile fac parte din cazurile posibile,
prin urmare Ng(A) < Nr .

3. Dandu-se un experiment, exista rezultate care nu se pot produce.
De exemplu, daca aruncam un zar cu sase fete numerotate de la 1
la 6, este imposibil sa iasa 7. In acest caz, se spune ca evenimentul
este imposibil si uneori este indicat cu simbolul &J; probabilitatea
sa este nula.

P(eveniment imposibil) =0
prin urmare Ny=0

4. Dandu-se un experiment, exista cel putin un eveniment care se va
produce cu siguranta.
De exemplu, daca aruncam un zar cu sase fete numerotate dela 11a 6,
suntem siguri ca va iesi un numar mai mic de 7. [n acest caz, se spune
ca este un eveniment cert si probabilitatea sa este egald cu 1.

P(eveniment cert) =1
prin urmare Np= N7y
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5. Dandu-se un eveniment oarecare, A, probabilitatea evenimentului

complementar este

Nye(4) _ Ny ~N(4)
NT NT

P(4) = = P(A)=1- P(4)

Déandu-se doud evenimente oarecare, A si B, daci sunt disjuncte
(cu alte cuvinte, daca nu au niciun element in comun si, prin ur-
mare, intersectia multimii este vida), atunci

P(AUB) =

w = P(AU B) = P(A) + P(B)

T

De exemplu, cdnd aruncam doud zaruri, evenimentele A = {suma
este mai micd de 5} si B {suma este mai mare de 7} sunt evenimente
disjuncte.

Totusi, dandu-se doud evenimente, 4 si B, non disjuncte, adici
exista elemente care apartin amandurora, atunci

N (A)+N,.(B)-N.(ANB) -

P(AUB) = -

T

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(An B)

De exemplu, atunci cidnd aruncidm doud zaruri, evenimentele
A = {suma este mai mica de 5} si B = {suma este pard} sunt eveni-
mente non disjuncte, dat fiind cd evenimentele S; = {suma este 2}
si §; = {suma este 4} sunt continute atit in A4, cit siin B.

Faptul ca definitia clasicd a probabilitatii, bazati pe un numar
finit de cazuri posibile si echiprobabile, era insuficienti a fost clar
Incd din momentul formuldrii unei astfel de definitii. Din acest
motiv, a fost naturald extinderea ei la infinitatea cazurilor posibi-
le, mentinand insa premisa ,echiprobabilititii‘. De exemplu, daci
avem doua cercuri concentrice, C; si (5, cu raza ry > ry, si lansim o
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sdgeatd la Intdmplare (adica fara tinta precisd), probabilitatea ca
aceasta sd ajungd 1n interiorul lui C; este

aria lui C;

P(o sageata induntrul lui C,) = -
( 8 2) aria lui Cy

unde s-a extins conceptul de ,raport intre numarul cazurilor favo-
rabile si numadrul cazurilor posibile®, cu conditia ca punctul sa fie
ales la intamplare.

Teoria frecventista a probabilitatii

Cu toate ca teoria clasicd a probabilitatii ne permite sa rezolvim mul-
te dintre problemele pe care ni le putem imagina, aceasta prezinta
anumite limitari. Cand lansam o moned3, numarul de cazuri posibile
este Nt = 2 ({cap}, {pajurad}), cind lansam doud monede, numarul de
cazuri posibile este Ny = 22 = 4 ({cap, cap}, {cap, pajuri}, {pajura,
cap}, {pajura, pajura}); in general, daca lansim r monede, numarul
de cazuri posibile este Nt = 2", Oricit de mare ar fi r, Nt va fi mereu
un numar cunoscut pe care il putem pune la numitor pentru a calcula
orice probabilitate legatd de experimentul ce consta in lansarea a
r monede.

Sd presupunem acum cd experimentul constd in lansarea unei mo-
nede pand iese cap prima data si decidem sa calculam care este pro-
babilitatea ca numarul total de lansari necesare sa fie mai mare de 3.
Aceasta Inseamna cd numarul total de lansdri ar putea fi 4 {cu rezul-
tatul: pajura, pajura, pajura, cap), ar putea fi 5 (pajura, pajurs, pajura,
pajurd, cap), 6 (pajurd, pajurd, pajura, pajura, pajura, cap) si asa mai
departe, pana la infinit. Are sens sa vorbim despre numarul cazu-
rilor posibile?
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